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DISCRIMINACAO DO PROJETO

Resumo

As clnicas esféricas s&o curvas da geometria eliptica obtidas pela interse¢do da esfera com um cone circular reto.
Como elemento da geometria eliptica, as cOnicas esféricas representam uma interessante classe de curvas que séo
importantes para desenvolvimento e a compreensado dessa geometria. Nesse sentido, o presente projeto, propde fazer
um estudo das conicas esféricas, visando encontrar suas caracterizagdes e descrever suas propriedades geométricas.
Para isso, sera analisado os tragos dessas curvas obtidos pelo soffware Geogebra e realizagdo de estudo bibliografico
dessa teoria. Pretende-se com esta pesquisa um melhor entendimento das caracteristicas geométricas e analiticas
das conicas esféricas.

Apresentagao/Justificativa

A teoria das cbnicas na geometria Euclidiana é um assunto bem conhecido e esta presente em
varios livros de geometria classica. As cOnicas Euclidianas comegaram a ser estudadas na Grécia
antiga e teve como principais estudiosos Euclides, Arquimedes e Menaecmus. A Historia indica
que as conicas foram descobertas por Menaecmus (380-320 a.C.) quando tentava resolver os trés
problemas famosos da Geometria grega: a trissec¢ao do angulo, a duplicagdo do cubo e a
quadratura do circulo. Ele foi o primeiro a definir as cbnicas como a intersecdo de uma superficie
cbnica circular reta com um plano (EVES, 2004).

Na geometria Euclidiana as cénicas sdo classificadas da seguinte forma, a elipse, sendo a
curva obtida pela interseccdo do cone com um plano que corta todas as suas geratrizes, a
parabola como a intersecgdo do cone com um plano paralelo a uma geratriz e a hipérbole definida
pela intersecao do cone com um plano que corta as suas duas folhas. As cOnicas podem ser
obtidas como o lugar geométrico do plano que satisfaz as seguintes propriedades: a elipse sendo
o conjunto dos pontos cuja soma da distancia a dois pontos fixos € constante; a parabola é dada
pelos pontos cuja distancia a um ponto fixo é igual a distancia a uma reta fixa; a hipérbole € o
lugar geométrico dos pontos cuja diferenga das distancias a dois pontos fixados é constante. Outra
caracterizagado das coOnicas € o conjunto do plano Cartesiano cujas coordenadas séo solugdes de
uma equacao quadratica (AKOPYAN & ZASLAVSKY, 2007).
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As aplicacbes das cdnicas se dao nos mais variados segmentos, como na aplicacdo apontada
pelo fisico alemao Johannes Kepler, o qual mostrou que a orbita descrita pelos planetas é na
forma eliptica, sendo o Sol um dos focos. Um objeto, atirado de forma obliqua, descreve uma
parabola, assim como a agua que jorra de um bebedouro. Outro exemplo interessante pode ser
constatado ao observar a antena parabdlica, ela recebe os sinais nas parabolas e os direciona
para um unico ponto, o foco, que faz a ampliagao e transmissao dos dados. Na engenharia civil,
temos o hiperboloide (sélido originado da rotagdo de uma hipérbole) que ¢é utilizado na construgéo
de torres de refrigeracédo de usinas nucleares. A estrutura nesse formato permite uma minimizagao
dos ventos transversais e mantém a integridade da estrutura (PEREIRA FILHO, 2015).

A geometria ndo euclidiana, consiste em duas geometrias baseadas em um sistema axiomatico
distinto da geometria euclidiana, elas séo obtidas ao trocar o quinto axioma de Euclides, sobre as
retas paralelas, pela sua negacdo. O quinto axioma afirma que por um ponto exterior a uma reta
passa exatamente uma reta paralela a inicial. Assim, existem duas maneiras de negar essa
afirmacado, sendo a primeira afirmando que por um ponto exterior a uma reta passa no minimo
duas retas paralelas a inicial. Usando essa afirmacgao, no lugar do quinto axioma de Euclides,
temos a geometria hiperbdlica, que tem como um de seus modelos o disco de Poincaré (CARMO,
1987).

A segunda maneira, é afirmar que por um ponto exterior a uma reta ndo passa nenhuma reta
paralela a inicial. Adotando essa afirmac¢do no lugar do quinto axioma de Euclides, obtemos a
geometria eliptica ou esférica. Essa geometria tem como um de seus modelos a esfera, onde as
curvas que fazem o papel de retas, estabelecem a menor distancia entre dois pontos, sado as
geodésicas, a exemplo do equador e os meridianos em um globo terrestre (CARMO, 1987).

A distancia entre dois pontos é necessariamente o menor comprimento das trajetorias que os
ligam. Na esfera, a trajetéria com menor comprimento que liga dois de seus pontos é o arco de
circulo com raio igual ao da esfera. Essas trajetérias sdo denominadas geodésicas e possuem 0O
mesmo papel de minimizar distancias que as retas possuem na geometria euclidiana. Como duas
geodésicas quaisquer de uma esfera sempre se intersectam, elas satisfazem a propriedade das
paralelas, isto €, a um ponto exterior a uma geodésica (reta) ndo passa nenhuma geodésica
paralela a inicial. Existem varias propriedades da geometria esférica que séo diferentes da
geometria euclidiana, por exemplo, na geometria euclidiana a soma dos angulos internos de um
triangulo € 180° no que se refere a geometria esférica, a soma dos angulos internos de um
triangulo sempre sera maior que 180° Além disso, na geometria esférica dois triangulos
semelhantes sdo sempre congruentes (LENART, 2003).

Existem aplicagbes da geometria esférica em diversas areas, na matematica, na fisica, na
astronomia, na cartografia e na navegacao, dentre outras. Uma aplicagdo importante diz respeito a
uma associagcdo com o globo terrestre, conceitos geograficos como paralelos, meridianos, latitude,
longitude e fusos horarios sdo baseados nessa geometria. O GPS utiliza propriedades da
geometria esférica para encontrar qualquer ponto sobre a superficie terrestre. Gragas a ele,
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atualmente, a navegacédo de avides e navios é muito segura pela alta precisdo de localizagao
deste aparelho (ZANELLA, 2013).

Para o desenvolvimento de uma geometria é necessario compreender a estrutura dos
elementos presentes nela. Tal compreensdo possibilita sua aplicagcdo em diferentes areas do
conhecimento, contribuindo para o aperfeicoamento do conhecimento cientifico, de maneira que
sua aplicabilidade possa se materializar em diversos produtos e servigos.

Uma classe especial de curvas da geometria esférica sdo as conicas esféricas, elas séo
geradas pela intersec¢ao do cone circular reto com a esfera. Ao mesmo tempo que a teoria das
cbnicas euclidianas sdao bem conhecidas, raramente se fala sobre as cbnicas esféricas. Além
disso, as poucas referéncias que tratam desse assunto, normalmente usam linguagem e
ferramentas muito avancgadas.

Para a compreensao dessas curvas e para o desenvolvimento da geometria esférica, cabe fazer
0s seguintes questionamentos, Quais as propriedades que as conicas esféricas possuem que sao
semelhantes as cobnicas euclidianas? Qual o sistema de coordenadas na esfera em que as
cbnicas esféricas sdo dadas como solucbes de equagdes quadraticas? Qual classe de cbnica
esférica teremos se, levarmos em consideragcéo o que acontece com a elipse euclidiana, onde o
conjunto de pontos na esfera cuja soma da distancia a dois pontos fixos € constante? Quais séo
as coOnicas esféricas que sao obtidas pela diferenca da distancia entre dois pontos fixos? Dado um
ponto e uma geodésica na esfera, os pontos cuja distadncia ao ponto fixo é igual a distancia a
geodésica, caracteriza quais cbnicas esféricas? Quais as equagdes paramétricas das cbnicas
esféricas? As imagens das cOnicas esféricas pela projecao estereografica determina quais curvas
no plano euclidiano?

Diante do contexto apresentado, o presente projeto propde fazer uma analise das coOnicas
esféricas, apresentando as parametrizagcdes e os tracos dessas curvas. Além disso, pretende-se
caracterizar essas curvas por uma equacao quadratica e classificara-las de acordo com as
propriedades geométricas que elas satisfazem na esfera. Via projecdo estereogréfica,
pretendemos associa-las a uma classe de curvas no plano euclidiano

Fundamentac¢ao Tedrica

O estudo da geometria ndo euclidiana nasceu na busca por uma prova para o quinto axioma,
um de seus principais trabalhos é o do padre Girolamo Saccheri (1667-1733), que publicou um
opusculo no qual pretendia ter demonstrado o quinto postulado pelo método de reducido ao
absurdo. Anos mais tarde descobriram a impossibilidade de provar o quinto axioma de Euclides, e
que este independia dos demais axiomas. Os principais matematicos que contribuiram para essa
descoberta foram Gauss (1777-1855), Bolyai (1802-1860) e Lobachsvsky (1793-1856).

Em 1829, Lobachevsky, a partir dos quatro primeiros axiomas e utilizando a afirmag¢ao de que
por um ponto qualquer fora de uma reta € possivel tracar pelo menos duas retas paralelas a reta
dada. Construiu um sistema geométrico satisfatério, sem qualquer contradigdo, conhecido hoje
como geometria hiperbdlica, essa foi a primeira geometria ndo euclidiana. Apdés a geometria
hiperbdlica, em uma aula inaugural para sua admissao como professor-adjunto na Universidade
de Gottingen, Bernhard Riemann (1826-1866) apresenta pela primeira vez a geometria esférica.
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Desde entdo, a geometria ndo Euclidiana instiga a curiosidade de muitos matematicos, sendo
uma area muito explorada desde sua descoberta. No Brasil, um dos pioneiros a estudar esse
assunto foi Manfredo do Carmo (1928-2018), ele publicou diversos trabalhos sobre imersdes na
esfera e no espacgo hiperbdlico. Além disso, ele difundiu e divulgou a geometria ndo Euclidiana no
Brasil, tendo como um de seus trabalhos o artigo “Geometrias nao-euclidianas” publicado na
Revista Matematica Universitaria (Carmo, 1987).

Outro trabalho que trata desse assunto publicado em 2019 é o artigo intitulado Soliton solutions
to the curve shortening flow on the sphere (Reis & Tenenblat, 2019), onde caracteriza e descreve
uma classe especial de curvas da geometria esférica que nédo sofrem deformacéo pelo fluxo
redutor de curvas. Na mesma linha desse trabalho, Nunes da Silva e Tenenblat (2021),
classificaram e descreveram as curvas da geometria hiperbdlica que sao invariantes pelo fluxo
redutor de curva. Os primeiros estudos sobre cdnicas esféricas se deve a Chasles, em seu
trabalho, apresenta varios resultados sobre os cones quadraticos e interpretou esses resultados
para as cobnicas esféricas, descrevendo assim varias propriedades geométricas dessas curvas
(CHALES, 1841).

Utilizando uma abordagem analitica, por meio de um sistema de coordenadas, Sykes e Peirce
(1877) mostraram que, assim como acontece com as conicas euclidianas, as cbnicas esféricas
sdo caracterizadas como solugdo de uma equagado quadratica, essa abordagem permitiu
caracterizar analiticamente as cbnicas esféricas. Uma analise projetiva das cénicas nao euclidiana
foi desenvolvida por Story (1883). Utilizando métodos projetivos ele encontrou formas candnicas
para as coOnicas esféricas e hiperbdlicas. Por fim, destaca se o trabalho feito por Izmestiev (2017),
que teve como objetivo fazer um levantamento das principais propriedades das cénicas nao
Euclidianas, baseando seu trabalho principalmente nas obras de Charles e Story, ele descreveu e
classificou as conicas esféricas e hiperbdlicas.

Objetivo Geral

Analisar as cbnicas esféricas, a fim de descrever suas propriedades geométricas, para que seja
possivel realizar uma caracterizagao analitica e uma classificagdo geométrica dessas curvas.

Objetivos especificos

« |dentificar as curvas obtidas pela intersecéo do cone circular reto com a esfera.
o Deduzir as equacgdes paramétricas para as conicas esféricas.
¢ Determinar um sistema de coordenadas e a equagao que caracteriza as cbnicas esféricas.

» Classificar as conicas esféricas determinadas pelo lugar geométrico cuja soma da distancia a
dois pontos fixos é constante.

o Classificar as conicas esféricas determinadas pelo lugar geométrico cuja diferenga da
distancia a dois pontos fixos é constante.
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o Classificar as cbnicas esféricas determinadas pelo lugar geométrico cuja distancia a um
ponto fixo é igual a distdncia a uma geodésica fixa.

o Determinar a imagem da projegao estereografica das conicas esféricas no plano euclidiano.

Metas

1 - Estudo da Geometria Esferica

2 - Estudos das caracterizagOes das conicas esféricas
3 - Relatorio Parcial

4 - Andlise geométrica das conicas esféricas

5 - Pesquisa sobre aplica¢des dass conicas esféricas

6 - Relatorio Final

Materiais e Métodos

Para a realizagdo dessa pesquisa sera feita uma analise bibliografica, com o intuito de definir
um sistema de coordenadas para a esfera, onde as cbnicas esféricas sdo dadas como solugdes
das equagdes quadraticas e realizar sua classificacédo a partir das propriedades geométricas
encontradas.

A partir da utilizagao do software gratuito Geogebra, sera feito a identificacdo das intersecdes da
esfera com o cone circular reto, para que seja possivel visualizar as cbnicas esféricas.

A partir da parametrizagdo das conicas esféricas e com o auxilio do software Geogebra, sera
esbogado o trago dessas curvas. A partir dessa parametrizagdo sera aplicado a projecao
estereografica nas conicas esféricas, o que possibilitara classificar as curvas obtidas no plano por
essa projecéo.

Apoés a analise e o levantamento bibliografico das conicas esféricas, pretendemos determinar
como essas curvas sao aplicadas outras areas do conhecimento.

Cronograma de execucio

Atividades/Més ago | set | out | nov | dez | jan | fev | mar | abr | mai | jun | jul | ago
Reuniao para orientagio X[ X[ X[ X | X[ X|X]|X[X|[X]|X]|X|[ X
Pesquisa Bibliografica X

Estudo da geometria esférica X | X

Estudo sobre sistemas de coordenadas na esfera X | X
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Atividades/Més ago | set | out | nov | dez | jan | fev | mar | abr | mai | jun | jul | ago

Caracterizag6es das conicas esféricas por sistemas X | X | X
de coordenadas

Relatério Parcial X

Andlise das interse¢6es do cone com a esfera X

Deducdo das parametrizagoes das conicas esféricas X | X

Estudo das propriedades geométricas das X[ XX
coOnicas esféricas

Pesquisa das aplicagdes das conicas esféricas X

Relatoério final X| X

Resultados Esperados

Com essa pesquisa espera-se compreender, caracterizar e classificar as curvas esféricas através
de um sistema de coordenadas especiais. Pretende-se encontrar uma equacado quadratica que
caracteriza essas curvas e realizar sua classificagdo a partir das propriedades geométricas
encontradas. Visa-se a produgdo de um material em portugués, uma vez que, pelo levantamento
bibliografico feito até o momento, ndo encontramos nenhuma referéncia bibliografica nessa lingua
sobre o assunto, o que possibilitara maior circulagdo de conhecimento entre estudantes da area
que ndao dominam a lingua inglesa. Do ponto de vista cientifico: a relevancia do projeto se
concentra na formacao de recursos humanos especializados em geometria esférica e no aumento
do conhecimento matematico. Como forma de divulgagédo cientifica e de fortalecimento da
instituicdo ao qual o projeto € vinculado, pretende se apresentar o resultado em eventos, bem
como a publicacao cientifica, na forma de trabalho completo.
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CRONOGRAMA DE EXECUCAO

Indicador , ~
] , . Periodo de Execucao
- . < Indicador(es) Fisico
Meta Atividade Especificaciao . .
Qualitativo(s) Unid.de td Inici Térmi
Medida Qtd. nicio érmino
Pesquisa bibliografica Foi Identificacao de Previsto para Previsto para
. - 20/08/2021 |
feito 0 levantamento bibliografias que 06/08/2021 | ,
| 1 e, S . Concluido
bibliografico dos principais aboedam as Iniciado em
artigos sobre o assunto. geometria esferica 06/08/2021 20/08/2021

Analise das bibliografias O

. Previsto para
estudo da geometria na esfera P

Previsto para 24/09/2021 |

Compreenciao da

essa atividade para ser uadratica
desenvolvida no final do 9 ’
projeto.

Escrita do Relatorio

Parcial As orientandas Entrega do
escreverem € entregaram o relatério parcial
relatorio parcial dentro do dentro do prazo
prazo determinado.
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foi execultado com sucesso e . 20/08/2021 | ,
1 2 . ! teoria sobre . Concluido
foi desenvolvido o texto que ecometria esférica Iniciado em
¢ o primeiro capitulo do g 20/08/2021 24/09/2021
trabalho.
Estudo sobre sistemas de
coordenadas na esfera
Estudamos os sisteamas de Coompreende os
coordenadas da esfera ¢ do diferell:tes Previsto para Previsto para
cone. Também estudamos as _, P 59,10/2021 |
N . sistemas de 25/09/2021 | ,
1 3 equacdes explicitas dessas . . Concluido
superficies. Agora usaremos coordenadas que Iniciado em
. podemos colocar 25/09/2021
essas equagoes para encontrar na esfera 29/10/2021
as  parametrizagdes  das
coOnicas esféricas e apresentar
seu trago.
Analise das conicas
esfericas por sistemas de
. Encontrar um
coordenadas Devido .
. sistema de
complexidade dessa .

. . . coordenadas onde . Previsto para
atividade, por exigir conicas Previsto para 31/12/2021 |
conteudos e técnicas de esféricas sio 30/10/2021 | Concluido
demonstracao que as o racterizadas Iniciado em
orientadas ~ ainda  ndo ool a de 3071022021 34/1212021
dominam, decidimos deixar ~

ma equacio

. Previsto para
Previsto para P

01/01/2022 |21/01/2922 |
. . Concluido

Iniciado em

01/01/2022 21/01/2022
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Indicador , .
Indicad Fisico Periodo de Execu¢ao
Meta Atividade Especificacdo ndica qr(es) .
Qualitativo(s) Unid.de td Inici Térm
Medida Qtd. nicio érmino

Previsto para

Rev1§a0 do . relator'lo Correcio e envio Previsto para 31/01/2022 |
parcial O relatorio parcial L. 22/01/2022 | .
3 2 . . do relatorio . . Concluido
foi revisado e encotra em parcial Iniciado em
anexo. 22/01/2022 31/01/2022
Analise das intersecoes do .
cone com a esfera A Previsto para Previsto para
) N .~ Obter imagen 15/02/2022 |
interseccdo das superficies . . 01/02/2022 | ,
4 1 . visuais das . . Concluido
foram analisadas as curvas conicas esféricas Iniciado em
foram plotadas com o auxilio 01/02/2022
15/02/2022
do programa Geogebra.
Deducao das
parametrizacoes das . Previsto para
conicas esféricas Com a Obter Lo » Previsto para 18/03/2022 |
- . N parametrizagoes e 16/02/2022 | ,
4 2 analise das intersec¢des entre . . Concluido
traco das Iniciado em
0 cone ¢ a esfera ObLemos as 4 ;ea¢ esféricas 16/02/2022
parametrizagdes das conicas 18/03/2022
esféricas.
Estudo das propriedades Classificar as .
- A A . . . Previsto para
geométricas das conicas conicas esfericas Previsto para 31/05/2022 |
esféricas O estudo das de acordo com 19/03/2022 | .
4 3 . . . . Concluido
propriedades geometricas das suas Iniciado em
conicas esfericas  foram caracfer.lstlcas 19/03/2022 31/05/2022
realizados com sucesso. geométricas
Encontrar onde as
5 1 Pf:squlsa sorbre aplicacdes das conicas  esféricas 01/06/2022  30/06/2022
conicas esféricas podem ser
aplicadas
Entrega do
6 1 Escrita do relatorio Final relatorio final entro 01/07/2022 01/08/2022
do prazo
6 2 Revisio do relatorio final S OevA0 ¢ entrega 02/08/2022  16/08/2022
do relatorio final
PLANO DE APLICACAO
Classificacdo da . ~ PROPPG DIGAE Campus Proponente
Despesa Especificacao (RS) (RS) (RS) Total (RS)
TOTAIS 0 0 0 0
Anexo A
MEMORIA DE CALCULO
CLASSIFICACAO DE ~ UNIDADE DE VALOR VALOR
DESPESA ESPECIFICACAO MEDIDA QUANT. UNITARIO TOTAL
TOTAL GERAL -
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